The Field Equations of Modified Newtonian Gravity by Kristiansen, Herbert Fabres
- 1 - 
 
 
  
 
 
 
The Field Equations of Modified Newtonian Gravity 
 
By 
 
Herbert Fabres Kristiansen  
 
B.Sc., Roskilde, Denmark 
 
01-05-2008, Herbert@ofir.dk 
 
 
1.1 Abstract 
 
Denne artikel handler om udledningen af feltligningerne hvor den modificerede 
gravitationslov er løsningen. I teksten vil jeg tage skridtet videre og udlede yderligere 
tre ligninger således da dette vil være fornuftigt, at gøre baserede på teoriens rammer. 
Det viser sig at feltligningerne vil indeholde en række kvantemekaniske elementer der 
er nødvendige for strukturen af feltligningerne. Det kan konkluderes, at de 
kvantemekaniske elementer er en nødvendighed og at de alle Lorenz invariante.      
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1.2 Modified Newtonian Gravity 
 
Fra den første artikel jeg skrev, postuleret jeg at Newtons Gravitations lov skulle 
laves om således, at tyngdekraften også beskrives over små afstande[1]. 
Modificeringen af tyngdeloven er således: 
 
 0 02 2
m m mG
r mr
  F e e  (1) 
     
hvor r  r , r re  og 12 c    er en ny "tyngdekonstant". Men når tyngdekraften 
modificeres over 'små afstande' så kan man ikke lade være med, at tænke på om 
kvantemekanikken også må have en indflydelse. Grunden er, at fysikken der 
beskriver de kræfter der forgår i den atomar verden, ved vi i dag er beskrevet via 
kvantemekanikken. 
 
Men hvordan ser en sådanne 'teori om kvantegravitation' så ud? Et svar til dette 
spørgsmål betragtes som et af de allerstørste blandt fysiker. Som fysiker kan man ikke 
lade være med stille spørgsmålet: Hvordan kan man have to så smukke teorier der 
beskriver vores verden med en uhørt præcision uden, at der skulle være en 
sammenhæng? Er der kommet nogen forslag? Et kort svar: Ja, men alle svarene er 
meget forskellige i den palet der spænder fra semiklassiske beskrivelser til 
Strengteori.   
 
Men set i lyset af den klassiske kvantemekanik er de klassiske de mest interessante. I 
en afhandling af Dr. Peter Jay Salzman gennemgås den mest interessante af disse 
semiklassiske teorier: Schrödinger-Newton ligningerne. Disse ligninger kommer som 
en løsning af Einsteins modificeret feltligninger fra den almen relativitetsteori under 
den forudsætning af[2]: 
 
1. Rumtidens geometri er med god tilnærmelse fladt. 
 
2. Kilden til gravitationsfeltet skyldes primært massetæthed og ikke 
energistrømning. 
 
3. Alle observatører bevæger sig med en hastighed meget mindre end lysets 
således, at superposition er mulig. 
 
Ved at løse feltligningerne i det klassiske tilfælde fås Schrödinger-Newton 
ligningerne:  
 
    
22 , ,
g
mt t  x x  (2) 
 
Hvor   2, tx  er sandsynlighedstætheden og   14g G   . Bemærk engang at 
densiteten udtrykkes kvantemekanisk ved     2, ,t m t x x  og hvor det simpleste 
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system er hvor m er massen af kun én partikel. Dette ser i første omgang lidt mystisk 
ud, men egentligt giver det fint mening idet partiklens masse jo også er ubestemt, på 
samme måde som dets position og impuls er. En løsning til ovenstående 
differentielligning er det kendte potential med en tvist[2]: 
 
    
2
,
,
t
t Gm dV
r
x
x     (3) 
 
Hvis vi betragter en 'selv-graviterende' partikel så vil Schrödinger ligningen have 
følgende udseende[2]: 
 
        
2
2 ,, , ,
2
t
t m t t i
m t
x
x x x      
    (4) 
 
Denne ligning opfylder alle de samme egenskaber som den klassiske Schrödinger 
ligning gør[2]; Energibevarelse, sandsynlighedsstrømbevarelse, impulsbevarelse etc. 
For at vurderer hvornår ligning (2) beskriver den klassiske gravitation, så skal vi 
kigge på parameteren[2]: 
 
 
22
2 4Gm
c

     
 (5) 
 
Simpelt formuleret: Hvis 2 1   så er partiklen 'stærk' selv-graviterende og ikke et 
kvantemekanisk objekt. Hvis 2 1   så vil partiklen forblive et kvantemekanisk 
objekt[2].    
     
1.3 Feltligningerne 
1.3.1 Feltligningen for det stationære tilfælde 
 
Som nævnt er vi interesseret i at finde feltligningerne for MNG.  Af ligning (1) må 
feltet være givet ved: 
 
 2 2MNG
mG
r mr

  g e e  (6) 
 
Sætter vi en vilkårlig Gauss flade om punkt partiklen, så må fluxen gennem Gauss 
fladen være givet ved: 
 
 2 2MNG
S S
md G d
r mr
        g A e A   (7) 
 
Højre siden kan intergeres ved, at skifte over til sfæriske koordinater og integrerer 
over 0 2 0        . Bemærk at d dAA n  hvor 2 sindA r d d    . I denne 
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forbindelse skal vi yderligere bemærke, at e er en enhedsvektor der er parallelt med 
radius hvilket må betyde at 0 1e n e n e n      . Ergo har vi: 
 
 
2 2
2
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2
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S
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S
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m
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 
  
  
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



        
       
       
  
 
 
  

g A e A
g A
g A
g A
 



 (8) 
 
Vi definerer nu den gravitionelle permitivitet   14g G    og 'gamma 
permitiviteten'   14     således: 
 
 1MNG
S g
md
m 
   g A  (9) 
 
For massen kan vi kigge på en kontinuert fordeling således, at følgende integral 
gælder: 
 
 
V
m dV   (10) 
 
Derfor: 
 
 
1
1 1
MNG
S V Vg
d dV dV  
          g A  (11) 
 
Venstresiden af ligning (11) kan omskrives via Gauss sætning: 
 
  
V S
dV dg g A     (12) 
 
Således: 
  
  
1
1 1
MNG
V V Vg
dV dV dV  
          g  (13) 
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Men der opstår nu et problem. Problemet er at indmaden under integralerne ikke 
nødvendigvis er lig hinanden da vi ikke kan samle ledende på højre siden af ligning 
(13). For at løse dette problem så kan vi omskrive ligning (13) således at:  
 
 1 0MNG
V V g
dV dV  
                 g  (14) 
 
Bemærk at faktoren på det første led i ligning (14) er blot massen og betyder, at 
denne er en skalær og vil derfor ikke berører integrationen. Sagt på en anden måde så 
vil følgende udtryk være sand: 
 
 MNG MNG
V V V Vg g
dV dV dV dV      
                                   g g  (15) 
 
Vi indsætter i ligning (14) og får et nyt problem: 
 
 1 0MNG
V V g
dV dV  
               g  (16) 
 
Problemet denne gang er konstanten 1k  . Som det fremgår af ligning (16), så er der 
ikke tale om en lineær afbildning, men en affine hvilket problematiserer vores ønske 
om, at anvende Gauss teorem til at finde de første feltligninger. Men der er måske en 
løsning, hvis konstanten dækker over sandsynligheden for, at finde den i'te 
partikelbølge af systemet i en afgrænset region D rummet, så må den samlede 
sandsynlighed i rummet summerer op til 1. Sagt på en anden måde: 
 
   2, 1
V
t dV  x  (17) 
 
Ergo må vi have: 
 
   2, 0
V V g
dV t dV  
                     g x  (18) 
 
Og dette må betyde: 
 
   2, 0
V g
dV t  
              g x  (19) 
 
Ved at regne lidt rundt får vi de første feltligninger: 
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  2,
g
V
t
dV

  
  

x
g

 (20) 
 
Hvis vi udnytter     2, ,t m tx x   samt ligning (17) i nævneren og så får vi slut 
resultatet: 
 
      2 22 1, , ,MNG
g
mt t t
m
   
  x x x  (21) 
 
Hvor jeg her vil bruge MNG 
  i stedet for g. Efter alle disse beregninger har vi 
her et meget smukt resultat i ligning (21) og der er to overordnet ting vi kan sige om 
dette udtryk. For det første har ligning (21) ligning (2), dvs. Schrödinger-Newton 
ligningerne, som grænse når m er stor og for det andet, så er sandsynlighedstætheden 
en naturlig del af feltligningerne. Sådan behøvet det nødvendigvis ikke at være! Men 
dog fik vi allerede et nys om, at der vil være en eller anden form for kvantemekanik, 
da det andet led i ligning (1) indeholder Plancks konstant. Et sidste, men vigtigt punkt 
er forudsætningen for, at anvende en sandsynlighedsfordeling: 
 
1. Sandsynligheden for, at finde systemets i'te partikelbølge, bestemmes 
indenfor for en afgrænset region D. Sandsynligheden udenfor denne region 
er lig nul. 
 
Hvis vi sammenholder dette punkt med relativitetsteoriens beskrivelse af 
tyngdekraften så betyder dette blot, at regionen D er det (afgrænset) område hvor 
rumtidens krumning har en betydning. Konsekvensen er, at vi inddrager 'lokalitet' 
hvilket kun er forbeholdt indenfor i relativitetsteorien og ydermere bibeholder vi den 
geometriske beskrivelse af tyngdekraften. Lokalitet har derfor fundet sin plads i 
kvantemekanikken. En løsning til ligning (21) vil have samme form som ligning (3), 
men blot med et ekstra led: 
 
 
   2 2, ,
MNG
V V
t t
Gm dV dV
r m r
 
   x x  (22) 
 
Måles potentialet i en fix afstand r fra kilden så reduceres ligning (22) til det semi-
klassiske potential: 
 
 MNG
mG
r mr
    (23) 
  
Men dette er ikke spor overraskkende og præcis som forventede. Som tidligere nævnt 
ved ligning (5), så er denne faktor afgørende for hvornår et objekt betragtes som 
kvantemekanisk eller klassisk. Tilsvarende kan findes i den første teori som 
undertegnet har udviklet[1] og her fandt jeg ud af: 
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 2 2
2 2Gmr
c mc

   (24) 
 
Ligningen ovenfor udtrykker grænsen for hvornår en singularitet dannes med 
udgangspunkt i massen. Vi omskriver ligningen: 
 
 2 2 2Gmc
r mr

   (25) 
 
Bemærk at ligningen indeholder de to potentialer som beskrevet i ligning (23), men 
blot med et minus til forskel. Men ved at forkorte med faktoren i det andet led og 
omskrive så får vi: 
 
 
2 242c Gm
c
  

 (26) 
 
Men for at denne ligning skal være sand alle tilfælde så er vi nødsaget til, at kvadrerer 
da udtrykket på venstre side kan blive negativt: 
 
 
2 22 242c Gm
c
   
     
   
 (27) 
 
Ved at udregne venstre siden så kan ligning skrives som en enkel ligning af anden 
grad: 
 
 
22 2
24 4 0c c 
  
 
    
 
 (28) 
 
Hvor  22 24 /Gm c   . Løsningerne er givet ved: 
 
 
2
22c 

    (29) 
 
Det interessante ved ligning (29) og med ligning (5) i baghoved er, at faktoren er 
omvendt proportionelt med kvadratet på gamma-feltets potential. Det betyder, at 
faktoren ikke er alene er afhængig af massen, men er fundamental set afhængig af 
dette nye skalærfelt. Da vi i denne teori har antaget, at vi befinder os i den svage 
approksimation, dvs. at 2c   og 2 1  , så vil ligning (29) reduceres til: 
 
 
4
2
2
c


  (30) 
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Bemærk at der ingen fortegnsproblemer er da potentialet er kvadreret. Dette resultat 
sætter ligning (5) i et nyt lys fordi faktoren er 'stærk' afhængig af gamma-potentialet.  
 
Lad os vurderer om dette udtryk giver mening. Hvis potentialet er 'lille', dvs. 2c   
så vil 2 1  , hvilket medfører at massen er stor. Ergo har vi at gøre med et klassisk 
objekt hvis man tager hensyn til ligning (5). Det interessante er, at i ligning (22) der 
vil det 'Newtonske' led dominerer da vi netop antager, at massen er stor for 2c  . 
Men dette er i overensstemmelse med antagelsen[1] om, at gamma-feltet er 
forsvindende lille når massen er stor.  
 
Grænsen mellem det kvantemekaniske og det klassiske er hvor 2 1  . Anvendes 
denne betingelse i ligning (29) så giver det to løsninger: 
 
 
2 2 1
2 1
3
c c
  
 
      
 
 (31) 
 
Bemærk at den første løsning stemmeroverens med den klassiske for 2 1   i ligning 
(30) hvilket vi må forvente. Anvendes betingelsen så er det ikke så mærkeligt, at det 
netop er Planck-massen der udgøre en slags grænse.  
 
For det omvendt tilfælde, dvs. 2c  så vil 2 1   dette betyder, at massen er lille. 
Dette betyder umiddelbart at ligning (29) reduceres til: 
                                      
 22    (32) 
 
Men som det fremgår så kan venstre side og højre side ikke stemme overens og derfor 
er denne betingelse ubrugelig. Men blot fordi at vi ser bort fra det første led i ligning 
(29) behøver det ikke nødvendigvis betyde, at dette er korrekt. For som i ligning (31) 
så kan vi se bort fra tilfældet i ligning (32) og konkluderer at der må gælde samme 
matematiske udtryk som i ligning (30). Disse tre tilfælde kan illustreres på følgende 
måde:  
 
 
Figur 1 
 
I forhold til ligning (22) så er det gamma-feltet der er dominerende, mens det 
klassiske led bortfalder. Dette er i tråd med de antagelser der blev lavet i den første 
tekst af undertegnet[1]. Dette kan måske ses tydeligere hvis vi omskriver ligning (30) 
kan potentialerne: 
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2
24  
      
 (33) 
 
Hvor potentialet i tælleren er det klassiske Newtonske potentiale.  
 
1.3.2 B-feltet  
 
Selvom resultatet i ligning (21) er ganske smukt, så viser Tajmar og de. Mateos 
arbejde[3] at der eksisterer 'Maxwell-lignende' ligninger. Mit udgangspunkt for, at 
bestemme disse ligninger vil være, at definerer B- feltet for en jævnstrømning:    
 
 2
ˆ' 4 '
4
g
MNG
d dI I
rr
 
 
   l r l rB  (34) 
  
Hvor ˆ,r r  hhv. er enhedsvektoren og afstandsvektoren der peger fra lederen til et 
vilkårligt punkt P, mens dl' er den infinitesimale retningsvektor der peger i strømmens 
retning. Bemærk at 'gamma-ledet' aftager med 1r  til forskel for de klassiske 
gravitations led der aftager med 2r . Ydermere er 24 Gg c
   og 24c    er 'gamma 
permeabilliteten'. Dette er et naturligt krav da dette i kombination med 'gamma 
permitiviteten' opfylder udtrykket: 
 
 1c
  
  (35) 
 
Hvilket betyder, at 'gamma bølger' udbreder sig med lysets hastighed. Ydermere er 
dette også helt under de rammer vi satte for teorien. Hvis vi vælger at beskrive 
strømmen via strømtætheden J så vil ligningen være:  
 
 2
ˆ 4' '
4
g
MNG dV dVrr
 
 
    J r J rB  (36) 
 
For at pointer hvilke variable de forskellige felter har så er det[4]: 
 
 
 
 
     
, ,
', ', '
' ' ' '
' ' '
MNG MNG x y z
x y z
dV dx dy dz
x x y y z z



     
B B
J J
r i j k
 (37) 
 
Hvor 'mærke' koordinaterne er for de punkter der følger med strømmen, mens de 
'ikke-mærket' er for et vilkårligt punkt P i afstanden r udenfor strømmen. Ved at tage 
spredningen på begge sider af ligning (37) fås: 
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 2
ˆ 4' '
4
g
MNG dV dVrr
 
 
                    r rB J J  (38) 
 
Det første led er matematisk identisk med magnetfeltets og bliver derfor nul når 
spredningen tages[4]. Vi vil nu arbejde med det andet led: 
 
  
r r r
                   
r r rJ J J  (39) 
 
Hvor vi her har brugt en af vektoranalysens regneregler. Bemærk nu, at det første led 
må være nul, dvs. 0 J , da J kun afhænger af de 'mærket' koordinater. Det 
andet led til gengæld fås ved direkte udregning (hvilket jeg ikke vil vise) og dette 
viser sig også at give nul. Ergo kan vi konkluderer:   
 
 0MNG B  (40) 
 
Ved at tage cirkulationen af ligning (36) fås: 
 
 2
ˆ 4' '
4
g
MNG dV dVrr
 
 
                    r rB J J  (41) 
 
Som ved spredningen, så er det første led matematisk identisk med cirkulationen af 
magnetfeltet og det ved vi giver: 
 
 4 'MNG g dVr
 
          rB J J  (42) 
 
På det andet led bruger vi endnu en regneregel fra vektoranalysen: 
 
 
       
   
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ
r
r
             
        
rJ r J J r J r r J
rJ J r J r
 (43) 
 
Da alle ledende hvor spredningen af J indgår, er nul. Vi indsætter i integralet og får: 
 
 
    
   
   
4 ˆ ˆ '
4 4ˆ ˆ' '
4 4ˆ ˆ' '
MNG g
MNG g
MNG g
dV
dV dV
dV dV
 
   
   

 
 
       
       
      

 
 
B J J r J r
B J J r J r
B J J r J r
 (44) 
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I det første integral anvender vi Gauss sætning: 
 
  
'
ˆ ˆ'
V S
dV dA   r r n  (45) 
 
Og får: 
 
  4 4ˆ ˆ 'MNG g
S
dA dV    
      B J J r n J r  (46) 
 
Anvender vi en simpel sfærisk geometri så bliver integralet i det første led lig med: 
 
   2
'
ˆ ˆ ' 4
S V
dA dV r     r n r  (47) 
 
Hvis lighedstegnene ovenfor skal passe så skal følgende betingelse gælde: 
 
  2 3ˆ 4r  r r  (48) 
 
Bemærk at vi må kræve 0r   for ellers vil venstre side i ligning (48) konvergerer 
mod uendelig. Dette er en uheldig egenskab da vi mister information om kilden i 
centrum. Der er derfor to muligheder: Et vi accepterer at vi ikke kan gå videre herfra 
og forkaster resultatet eller to at vi måske befinder os i et grænseområde mellem 
kvantemekanikken og relativitetsteorien. Hvis vi accepterer at vi netop befinder os i 
dette grænseområde så vil det medfører, at vi bliver nødt til at tage hensyn til den 
fysiske grænse der er i mellem de to teorier. Denne grænse manifesterer sig i Planck 
enhederne og i dette tilfælde er det 'Planck afstanden': 
 
    3ˆ 4 Pf   r r r r  (49) 
 
Hvor rP er 'Planck' vektoren hvis længde er identisk med Planck længden. Ved at 
bruge Gauss sætningen på dette resultat: 
 
       2
' '
ˆ ˆ' 4 ' 4P P
V V
dV f dV l      r r r  (50) 
 
Her kan det ses at r er forskelligt fra nul, hvilket er elegant da vi nu undgår 
singularitets problemer. Ligning (50) udtrykker altså fluxen gennem en sfære der har 
en radius der er lig Planck længden. Vi kan altså ikke 'presse' sfæren mindre ned 
uden, at komme i problemer med kontinuiteten. Men at Planck længden netop er 
'grænsen' for hvor kontinuiteten gælder, kommer næppe som nogen overraskelse. Vi 
indsætter dette resultat i ligning (46) og får: 
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  
2
2 4 ˆ16 'PMNG g
l
dV    
     B J J J r  (51) 
 
Det andet led i ligning (51) forsvinder under antagelsen om, at vi kan vælge et 
arbitrært volumen der er stort nok, således strømmen altid forbliver indenfor. Sagt på 
anden måde: Strømmen ved 'grænsen' er lig med nul[4]. Ligning (51) kan derfor 
skrives: 
  
 
2
216 PMNG g
l  
   B J J  (52) 
 
Cirkulationen ovenfor gælder for alle tænkelige leder, blot der er tale om en jævn 
strømning.  
 
1.3.3 Kvanteversionen af B-feltet 
 
For at finde den kvantemekaniske udgave af ligning (52) eller rettere sagt flowet J, så 
kan vi udnytte     2, ,t m tx x   samt hastighedsoperatoren: 
 
 i
m
 v   (53) 
 
Dette betyder at: 
 
 
   
     
    
    
2
2
2
2
', ' ', '
', ' ', '
', ' ', '
', ' ', '
P
P
t m t i
m
t i t
t i t
t i t
  
  
  
 
  
  
 

x v x
x v x
x v x
J x x




 (54) 
 
Hvor P 
  er sandsynlighedsfeltet. Dette resultat fortæller os betyder, at lige 
meget hvilken type strømning vi har, så vil usikkerheden på flowet altid være 
uafhængig partikelbølgernes masser. Det er vigtig at understrege, at partikelbølgerne 
ikke kan bevæge sig med lys hastighed og derover, men at det blot er usikkerheden på 
flowet der er uafhængigt af massen. Sagt på en anden måde: Vi behøver ikke at tage 
hensyn til partikel-bølgernes masser når usikkerhed på flowet undersøges. Ergo bliver 
den kvantemekaniske udgave af flowet på 'differentielform': 
 
    
2 2
2 216
', ' ', 'PMNG g P P
l
i t i t
     
            x x
    (55) 
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Konstanterne reduceres og vi får det meget smukke udtryk: 
 
   2232 ', 'MNG Pi c t         x
   (56) 
 
Hvor β er blevet brugt for, at vise forskellen på ligning (52) og κ er en lille hyldest til 
Albert Einstein, da det er konstanten der forener rumtidens geometri med energi-
impuls tensoren i den almen relativitetsteorien. For at få ligning (52) på 'integralform' 
så kan vi igen udnytte Gauss sætning på venstre siden og få: 
 
 
2
216 PMNG g
C
l
d I I  
    B l  (57) 
 
Hvor: 
 
 
S
I dA  J n  (58) 
 
På samme måde som før vi vil vi kvantificere feltet. Men for at dette skal kunne lade 
sig gøre, så skal strømstyrken I beskrives via bølgefunktionen. Dette kræver dog 'lidt 
mere knofedt' fordi vores udgangspunkt er Schrödinger ligningen: 
 
  
2
2
2
U i
m t
      r
   (59) 
 
Vi antager at  ,m m t x  og ved multiplikation af denne på begge sider af ligning 
(59) får man: 
 
  
2
2
2
U m i m
t
      r
   (60) 
 
Ved at differentierer mht. tiden får vi: 
 
      
2 2
2
22
m mU m U i m i
t t t t t t
                  r r
    (61) 
 
Vi isolerer massestrømningen: 
 
 
   
 
2 2 2
2 t t t
t
mU mim
t i U
  
 
         
r
r
 

 (62) 
 
Hvor jeg her har tilladt mig at bruge notationen /t t    . Ved at opløse brøken i 
led og indsætte ligning (59) i det første led så får man: 
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   
 
   
   
 
 
   
2
2
2 2
2
2 2
2
2
12 1 1
tt
t
t
t
t t t
t
t t t
t t
t
i U
U
U im
t i U
U im m m m
t i U i U
m m
t i


 
 
  
 
  
    




 
          
            
             
r
r
r
r
r
r r






 
 (63) 
  
Bemærk nu at vi, i parentesen i ligning (63), kan bruge 'tricket': 
 
 
 2 2' 2 '
2ln , ln , ln'
t t t
t
t
    
  
       
 
 (64) 
 
Det eneste vi har brugt er egenskaben for differentielkvotienten af den naturlige 
logaritme. Parentesen kan derfor skrives: 
 
      
'
' 2
1
ln ln'ln
ln' 11 ln'
t
U i
U
m m
t i
   
            r r
 (65) 
 
Som det umiddelbart fremgår så er ligning (65) et meget kompliceret udtryk, men det 
samme kan jo siges om Schrödninger ligningen. Det de dog har tilfælles er, at de 
begge er afhængige af systemets faktorer. Eksempelvis simplificeres Schrödinger 
ligningen hvis den potentielle energi af systemet er lig nul og med dette 
udgangspunkt så er det oplagt, at studerer ligning (65) for dette tilfælde. Ligningen 
reduceres derfor til: 
 
  ' 2 'ln ln tm mt  
      (66) 
 
Denne betingelse svarer til, at den kinetiske energi er alt dominerende og udgøre 
derfor systemets samlede energi eller at vi betragter (fra et inertielt system) en strøm, 
'langt væk' fra alle tænkelige kilder, der kan påvirke strømmen. Sagt på en enkel 
måde: Alt den potentielle energi er omdannet til kinetisk energi. Den anden grænse er 
hvor den potentielle energi er alt dominerende hvilket betyder, at ligning (65) 
reduceres til: 
 
  ' 2ln ln'm m
t
      (67) 
 
Fysisk set er denne betingelse ækvivalent med et system, hvor der er en kilde til stede 
der påvirker strømmen med kræfter. Er der tale om tyngdekræfter så 'opbygger vi' 
energi ved, at flytte en testmasse fra et lavere til et højere potential. Kort sagt 
omdannes kinetisk energi til potentiel energi hvilket er hvad ligning (67) i bund og 
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grund fortæller. Ligningen fortæller yderligere at strømmen må være accelererede, 
hvilket er en modstrid mod det vi antog om en 'jævn strøm' og derfor er vi nødsagede 
til, at kigge bort fra dette resultat.  
 
Så vores undersøgelser fra nu vil forgå omkring ligning (66). Det elegante vil være, at 
omskrive parentesen i ligning (66) via en af logaritme regnereglerne, men problemet 
er, at der ikke er tale om de samme variable og derfor er følgende forkert: 
 
 
2
' ' 2 'ln ln ln t
t
  
    
 (68) 
 
Men for at løse dette lille problem, så kan vi lave følgende abstraktioner: 
 
 
' 2 '
' 2 '
' 2 '
' 2 '
ln ln ln ln
ln
ln ln
ln
ln ln det
ln ln
t v u
v
t
u
u
t v
u
t v
v u
u
v
S
 
 
 
 
     
    
       
    
 (69) 
 
Hvor 2v   og tu  . Det interessante ved denne faktor er, at vi faktisk kan 
opfatte den som determinanten af en kvadratisk 2 2  matrix, som jeg vil vælge at 
kalde for 'Schrödinger matricen'.  
 
    ln , det
ln
v u
uv v uv
u
u
S S
v




      
  (70) 
 
Bemærk at symbolerne i den sidste ligning i (70) skal blot forstås, at u og v er 
variablerne der differentieres mht. Ergo kan ligning (65) omskrives til: 
 
 uv
m m
t

   (71) 
 
Ligningen ovenfor er en partiel førsteordens differentielligning, hvis løsning kan 
findes. Hvis vi vender tilbage til Schrödinger ligningen og bruger vores tidligere 
betragtninger for at nå frem til ligning (71), så bliver massen givet ved: 
 
 
2
2 t
m i 
 
  (72) 
    
For at vise, at dette er en løsning til ligning (71) så skal vi blot indsætte. På højre side 
har vi: 
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2 2
' 2 'ln ln
2 2 tt t
m i i
t
   
       
   (73) 
 
Det sidste vi blot skal vise er, at den partielle afledte mht. tiden for ligning (72) er 
identisk med ligning (73). Vi differentierer: 
 
 
 
 
 
2 2 2
2
2 22 2
2
2 2
' 2 '
2
2 2
ln ln
2 2
t t t
t
t t
t t t
t
t t
m i
t
m i i
t
m i i
t
   

  
   
  
 
       
          
     
  

 
 
 (74) 
 
Hvor vi i den sidste ligning i (74) har udnyttet ligning (64). Nu er vi omsider nået til 
det endelige udtryk for 'massestrømsoperatoren':  
 
 
2
u
v
m ui
t v
       

  (75) 
 
Ergo bliver den kvantemekanisk udgave af ligning (57) lig med: 
 
 
2 28
2
g u uP
v v
C
lu ud i i
v v
  
                l  
    (76) 
 
Og på samme måde som før så kan konstanterne gøres pænere og vi får, måske lidt 
overraskkende, det meget smukke resultat: 
 
 234
u
v
C
ud i c
v
          l 

  (77) 
 
Det sidste vi mangler at vise er, at ligning (56) i kombination med ligning (77) 
overholder Stokes' teorem: 
 
  
S C
dA d     n l   (78) 
 
Grunden til dette er at Stokes' teorem er det man skal bruge for, at komme fra 
integralform til differentielform. Ydermere er dette også en vigtig test for de to 
ligninger for hvis ikke ovenstående teorem overholdes så ved vi, at ligningerne 
forkerte, da Stokes' teorem er korrekt! Men lad os starte. Ifølge ligning (78) så må der 
gælde: 
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   22 23 32 4', ' uP v
S
ui c t i c
v
                x    (79) 
 
Så kan vi 'bare' vise at dette er sandt så ved vi, at ligningerne opfylder Stokes' teorem 
og at alle vores udledninger er korrekte. Bemærk først, at integralet på venstre side af 
ligning (79) er lig med: 
 
 
   
     
 
2 22 23 3
2 2
2 22 23 3
2 2
22 23 3
2 2
', ' ', '
', ' ', '
', '
P
S S
P
S S
P
S S
i c t dA i c t dA
i c t dA c i t dA
i c t dA c dA
     
     
   
              
              
      
 
 
 
x n x n
x n x n
x n J n
 
 

 (80) 
 
Men på grund af ligning (58) så har vi: 
  
 2 23 32 2
S
c dA c I    J n  (81) 
 
Ved at indsætte dette resultat i ligning (79) så har vi: 
 
 2 23 32 4
u
v
uc I i c
v
         
  (82) 
 
Vi indsætter til slut resultatet fra ligning (75) og får: 
 
 
2 23 3
2 4
2 23 3
2 2 4
2 23 3
4 4
u
v
u u
v v
u u
v v
uc I i c
v
u uc i i c
v v
u ui c i c
v v
 
 
 
      
              
             

 
 



 
 (83) 
 
Som det kan ses af beregningerne så er ligning (78) opfyldt og derfor er ligning (77) 
på differentielform lig med ligning (56)! For at afslutte analogierne til Maxwells 
ligninger så kan vi opskrive den modificerede version af ligning (52): 
 
 
2
2
2
116 MNGPMNG g
l
tc
  
     
g
B J J  (84) 
 
Ved at indsætte de kvantemekanisk felter så kan vi opskrive: 
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   2232 2
1', 'Pi c t c t
          
x
   (85) 
 
Hvis man ser på ligningen så fremkommer der umiddelbart et lille problem når man 
spørger til hvad vakuum betingelserne er. Forsvinder flowet dvs. forsvinder det første 
led? Svaret er meget enkelt: Ja, da flowet kun er associeret med en strøm af 
partikelbølger med masser. Dette betyder at: 
 
 2
1
c t
  


 (86) 
 
Ved tage cirkulationen af denne ligning så kan man bestemme, at disse bølger 
udbreder sig med lysets hastighed. Men dette kræver at vi først undersøger 
cirkulationen på højre siden.  
 
1.3.4 A – feltet og induktion 
 
På baggrund af ligning (40) så kan B-feltet ved skrives som: 
   
 MNG MNGB A  (87) 
 
Dette analogt til magnetfeltet i elektromagnetismen. Ved at tage cirkulationen af dette 
felt så får vi: 
 
 
 
 
 
2
2
2 216
MNG MNG
MNG MNG MNG
P
MNG MNG g
l  
   
    
     
B A
B A A
A A J J
 (88) 
 
I det andet led på venstre siden af det sidste lighedstegn kan vi vælge, at sætte 
spredningen af A-feltet til nul[4] således: 
 
 
2
2 216 PMNG g
l  
  A J J  (89) 
 
Dette er blot en mere avanceret udgave af Poissons ligning og denne har løsningen: 
 
 
24
' '
4
g P
MNG
V V
l
dV dV
r r
 
 
  J JA  (90) 
 
Den kvantemekaniske udgave af dette felt kan bestemmes ved, at indsætte ligning 
(54): 
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    
2
2 24', ' ' ', ' '
4
g P P P
V V
li t dV i t dV
r r
        x x
    (91) 
 
Her er α blevet brugt til, at skelne fra A-feltet. Ved at regne på konstanterne så kan 
ligning (91) reduceres til: 
 
   223 ', ' 'PP
V
i cl t dV
r
   x
  (92) 
 
Undersøgelser af Einsteins feltligninger viser at det vil være fornuftigt at definerer g-
feltet så det også omfatter legemer i bevægelser[3]: 
 
 MNGMNG MNG t
   
A
g  (93) 
 
Ved tage cirkulationen på begge sider af ligning (93) samt bruge ligning (87) så får 
man: 
 
 MNGMNG t
  
B
g  (94) 
 
Hvor vi har udnyttet   0MNG   . Denne ligning er matematisk identisk med 
Faraday's induktions lov. Da vi nu har introduceret de kvantemekaniske udgaver af de 
forskellige felter der indgår i ligning (94), så kan ligning (94) skrives som: 
 
 
t
   

  (95) 
 
Med  
  . Vi kan nu gå videre ligning (86) ved at tage cirkulationen på begge 
sider: 
 
 
   
 
2
2
2
2 2
1
1
c t
c t
 
 
    
    
 
   (96) 
 
På baggrund af ligning (40) så kan vi definere den kvantemekaniske udgave af 
spredningen for B-feltet ved: 
 
 0 

 (97) 
 
Derfor: 
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2
2
2 2
1 0
c t
   

 (98) 
 
Men dette er blot den tredimensionale udgave af bølgeligningen af denne kan det ses, 
at MNG-bølger udbreder sig med lysets hastighed.  
  
1.3.5 Potentiale formuleringen og gauge transformationer      
 
På baggrund af alle disse udledninger kan vi nu samle alle feltligningerne: 
 
 
     
 
2 22
223
2 2
1, ', ' ', '
0
1', '
g
P
mt t t
m
t
i c t
c t
   


   
  
 
  
      
x x x
x



 
 (99) 
 
Ligningerne på denne form er elegante men de kan forsimples ved, at 'reducerer' de 
fire ligninger ned til to. Dette kan vi gøre ved, at kigge på gauge transformationer. 
Hele problematikken ligger i, at spredningen for alfa feltet kunne sættes til 0 da denne 
kan opfattes som et skalær. Samme ting kan antages i forbindelse med de fire 
ligninger således, at de kan 'gøres kønnere'. Det første vi kan gøre er, at kigge i 
ligning nummer to: 
 
 0 0
t t
             
    (100) 
 
Men dette må betyde, at der eksisterer et skalærfelt således at: 
 
 
t t
         
 
    (101) 
 
Ved at tage spredningen af dette resultat får man: 
 
      2 22 1', ' ', '
g
m t t
t m
    
     x x
  (102) 
 
Vi kigger nu på den sidste feltligning. Fra tidligere ved vi at MNG 
   dette 
betyder: 
 
      
2
223
2 2 2 2
1 1', 'Pi c t c t c t
               x
   (103) 
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Vi kan på venstre side bruge vektorregnereglen: 
 
     2          (104) 
 
Heraf: 
 
  
2
22 23
22 2 2
1 1 ', 'Pi c tc t c t
                    
x
    (105) 
 
Bemærk operatoren på de første led er d'Alembertian operatoren der defineres ved: 
 
 
2
2 2
2 2
1
c t
  

  (106) 
 
Og sætter vi skalærfeltet i de sidste led lig med: 
 
 2
1L
c t
  

  (107) 
 
Så har vi: 
 
   22 232 ', 'PL i c t        x
    (108) 
 
I ligning (107) isolerer vi spredningen af alfa-feltet og indsætter dette i ligning (102) 
så får vi: 
 
    2 22 1', ' ', '
g
L m t t
t m
   
   x x  (109) 
 
Alt i alt har vi reduceret de fire ligningerne ned til to; Nemlig ligning (108) og (109). 
Bemærk symmetrien i de to ligninger: 
 
 
 
   
22 23
2
2 22
', '
1', ' ', '
P
g
L i c t
L m t t
t m
   
   
     
  
x
x x

  

 (110) 
 
Ligning (110) fortæller os, at hver gang vi trækker gradienten af skalærfeltet fra, så 
skal vi adderer den tids afledte til feltet, dette vil ikke ændre de fysiske egenskaber for 
gamma- og beta-felterne. Ligningerne ovenfor opfylder gauge transformationerne, 
hvilket giver os friheden til adderer en skalære uden at det ændrer egenskaberne for 
felterne, dette er selvfølgelig under forudsætningerne af, at det er tale om de samme 
gamma- og beta-felter, denne frihed til at vælge en skalære bringer os i den position 
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til, at yderligere simplificerer ligningerne. Den nemmeste løsning vil selvfølgelig 
være, at 'lægge nul til' dvs. sæt 0L   og vi får: 
 
 
 
   
22 23
2
2 22
', '
1', ' ', '
P
g
i c t
m t t
m
   
   
    
 
x
x x

  

 (111) 
 
Alle informationer gemt i de ovenstående ligninger, dækker præcis informationen 
over alle fire ligninger i (99)! 
 
1.4 Diskussion 
 
Nogle af de mest interessante beregningerne var i forbindelse med de 
kvantemekaniske udgaver af flowet I og massestrømningen J. Begge disse 
beregninger viste, at de begge var uafhængig af masserne som flowet udgøres af. Den 
vigtigste pointe som kan drages er; Alle ligningerne er kontinuerte og at 
sandsynlighedsegenskaben i kvantemekanikken ikke er forsvundet. 
 
Der en mulighed for, at man kan fortolke resultatet i ligning (54) på en mere 
interessant måde. Hvis man betragter 'sandsynlighedsfunktionen' som et reelt 
skalærfelt og bruger analogien til et klassisk potentiale, så giver gradienten anledning 
til et nyt vektorfelt: Nemlig et sandsynlighedsfelt som jeg har valgt at kalde det.  
 
Dette felt har den sære egenskab, at 'flowet' kvantemekanisk set er den samme 
uafhængig af hvad flowet består af! Men dette er måske ikke så mærkeligt hvis vi tror 
på, at sandsynlighedsfeltet selv er 'den egentlige substans' bag partikelbølger. I denne 
forbindelse kan vi inddrage fortolkninger ind. I Københavnerfortolkningen skal man 
vælge hvad man ønsker at måle, da vi aldrig kan vide en given partikelbølges 
egenskab på ved en og samme forsøgsopstilling. Eksempelvis dets position og dets 
impuls. 
 
Dette er måske ikke så mærkeligt, hvis sandsynligheden manifesteres som partikler, 
da målevalget har en betydning (ifølge Københavnerfortolkningen altså), så vil 
sandsynligheden for, hvad man vil måle være større end omvendt og da 
sandsynlighedsfeltet er det grundlæggende for alle partikler så 'tilpasser' feltet sig til 
denne måling. Sagt med en populær vending, så kan feltet altså ikke 'multitaske'. Ergo 
kan man ikke bestemme en partikelbølgens position og samtidig vide, hvad dets 
impuls er, hvis man allerede måler positionen. 
 
En sidste ting jeg vil nævne er konstanten 'kappa' der indgår på smukkeste vis i 
ligning (111) sammen med Plancks konstant. Dette er ikke så underligt da ligningerne 
reelt set er det først udkast til en teori om kvantegravitation. Jeg vil til slut 
understrege at disse betragtninger skal undersøges dybere og at artiklen her ikke 
dækker alle disse. Det sidste spørgsmål er da; Er det muligt at gå den 'anden vej' og 
bestemme de feltligninger der indgår i den Almen Kvanterelativistiske teori? Det må 
kun tiden vise.              
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1.5 Konklusion 
 
Vi har i denne artikel vist, at feltligningerne for MNG indeholder kvantemekaniske 
elementer og at disse er nødvendige. Dette resulterer i fire feltligninger der via gauge 
transformationer kunne reduceres til to. Men undervejs dukket der nogle delresultater 
op. Det vigtigste delresultat var lokalitetens indpas i kvantemekanikken. Dette kan 
kun være korrekt hvis vi betragtede et system (der er i hvile) indenfor et afgrænset 
område D. Ydermere kan vi konkluderer, at ligningerne i (111) er Lorenz invariante 
da de har samme matematiske struktur som Maxwells ligninger.   
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